
 

反常电子粘滞性引起的双撕裂模非线性演化
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摘要： [目的]在常规电阻撕裂模方程的基础上加入反常电子粘滞性，用圆柱位形的磁流体动力学，对由反常电子粘
滞性引起的双撕裂模的非线性发展做了数值研究。[方法]通过对非线性发展阶段磁岛和磁力线的演化分析，详细研
究了两个有理面间距分别为较大、中等、较小 3 种情况下，由反常电子粘滞性引起的双撕裂模非线性发展的不同阶
段的磁场拓扑结构的变化以及相关动力学特征，探讨了非线性发展的驱动问题。[结果]研究表明，两个有理面的间
距的大小，对双撕裂模非线性发展有很大影响。间距中等时，会发生快速磁重联，对位形破坏最快最大。[结论]研
究结果对托卡马克的位形设计和运行时的控制提供了参考。
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Abstract: [Introduction] By  adding  parallel  electron  viscosity  into  the  normal  equation  of  resistance  tearing  mode,  the  nonlinear
behavior  of  double  tearing  mode  (DTM)  mediated  by  parallel  electron  viscosity  is  numerically  investigated  considering  the
magnetohydrodynamics  in  a  periodic  cylinder.  [Method] The  evolution  of  magnetic  islands  and  magnetic  flux  during  the  nonlinear
behavior stage of double tearing mode mediated by parallel electron viscosity were analyzed, to study the changes of the magnetic field
topology in different phases and associated kinetic characteristics for different distances between the two resonant rational flux surfaces.
In  addition,  the  nonlinear  driving  for  each  case  was  discussed.  [Result] The  results  show  that  the  distance  between  the  two  resonant
rational  flux  surfaces  has  a  significant  impact  on  the  nonlinear  behavior  of  double  tearing  mode.  Rapid  magnetic  reconnection  would
occur at an intermediate distance, resulting in the fastest and most severe damage to the configuration. [Conclusion] The results of this
study provide a reference for the configuration design and operational control of tokamaks.
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0    引言

先进托克马克装置的一个重要特性是具有非单

qs = m/n

调安全因子剖面，能够提供负磁剪切[1-2]。负磁剪切

位形存在多个 的共振有理面，这样的有理面

上能够引起双撕裂模不稳定性[3-4]。因此双撕裂模的
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研究，尤其是其非线性发展的特性的研究[5-8]，对于探

索和解决先进托克马克装置诸如内部输运垒的形成

机制的一些问题，会有积极的帮助。由电阻引起的

双撕裂模的非线性行为[9-12] 已经被很多学者研究过。

ISHII等人[13] 用数值方法，给出了平板位形下两个有

理面距离为中等距离的电阻双撕裂模的非线性演

化，认为双撕裂模非线性演化大概可以分为 4个阶

段[14-15]。Konovalov[16] 在 DIII-D中的实验指出，由于

准稳小幅度电磁扰动，在托卡马克等离子体中会存

在反常电子粘滞性。这时候，作为耗散效应，反常电

子粘滞性也能引起撕裂模不稳定性。由反常电子粘

滞性引起的撕裂模被认为是引起破裂不稳定性的可

能原因之一[17]。电子粘滞撕裂模也被作为在实验上

观察到的快锯齿破裂的可能原因[18] 而被研究。董家

齐[19] 用解析的方法，研究了平板位形等离子体中由

反常电子粘滞性引起的双撕裂模的线性行为。何志

雄[20] 用数值模拟的方法，在直圆柱位形下，研究了由

反常电子粘滞性引起的双撕裂模的线性发展。  

1    物理模型

（1）撕裂模MHD方程的推导

B = B0−∇Ψ ×φ υ = υ0+∇Φ×φ

考虑圆柱位形的简化磁流体动力学（RMHD）方

程，用大环径比近似和低 β 展开，可以用两个标势，

磁通量函数 Ψ（G·cm2）和流函数 Φ（cm3/s）来表示磁

场和等离子体速度： ， ，

包含电子粘滞项的欧姆定律：

E+
1
c
υ×B = η j− meµe

nee2
∇2
⊥ j （1）

运动方程可以写成：

ρ

[
∂υ

∂t
+ (υ · ∇)υ

]
= −∇P+

1
c

j×B+µi∇2υ （2）

式中：

B ——磁场强度（G）；

E ——电场强度（G）；

υ  ——磁流体元速度（cm/s）；
j  ——电流密度（emu/cm2）；

e  ——电子电荷（esu）；
me——电子质量（g）；
η  ——等离子体电阻（Ω）；

µe  ——平行电子粘滞性 [emu·s/(g·cm)]；
ρ  ——等离子体质量密度（g/cm3）；

µi   ——离子粘滞性 [g/(cm·s)]。
简化方程式（1）和式（2）并归一化（无量纲）后得

到撕裂模MHD方程：

∂ψ

∂t
= −[ψ,ϕ]+S −1∇̂2

⊥ψ−R−1∇̂2
⊥(∇̂2

⊥ψ)+ Êwz−
∂ϕ

∂ζ
（3）

∂

∂t
(∇̂2
⊥ϕ) = [∇̂2

⊥ψ,ψ]− ∂

∂ζ
(∇̂2
⊥ψ)− [∇̂2

⊥ϕ,ϕ]+R−1
µ ∇̂2

⊥(∇̂2
⊥ϕ)

（4）

a, τh,B0

ζ ≡ z/R0q(a) ψ = Ψ/aB0

ϕ =Φ/(a2/τh) S ≡ τη/τh

R ≡ τυ/τh Rµ ≡ τµ/τh τη =

4πa2/ηc2 τυ = 4πa4nee2/(meµec2) τµ = ρa2/µ

这里，归一化参量为（ ），并定义极向角

，于是有归一化的磁通量函数 ，

流函数 ，电阻磁雷诺数 ，电子磁

雷 诺 数 ， 离 子 磁 雷 诺 数 ，

， ， 。

[a,b] =
1
r

(
∂a
∂r

∂b
∂θ
− ∂b
∂r

∂a
∂θ

)
Poisson括号定义为 。

式中：

a  ——托卡马克小半径（cm）

B0 R0—— 处的磁场大小（G）；

τh a ——宽为 的等离子体片的 Alfven时间（s）。
θ,φ将函数在 方向做 Fourier展开：

ψ=ψ0(r)+
N∑

n=0

ψc
np,n(r)cos[n(pθ+φ)]+ψs

m,n(r) sin[n(pθ+φ)]

（5）

ϕ=

N∑
n=0

ϕc
np,n(r)cos[n(pθ+φ)]+ϕs

m,n(r) sin[n(pθ+φ)]（6）

p = m/n = const ψ0

∂ψ

∂t
= 0

∂ϕ

∂t
= 0

M,N θ,φ

这里， ， 是当 和 时

的平衡量，其他的是扰动量， 是 方向所取的

最大谐波数。将式（5）和式（6）应用到式（3）和式（4），
利用 Fourier级数的正交关系，得到一组关于扰动量

的偏微分方程组。简记为算子形式：

∂Y
∂t
= NL(Y)+L(Y) （7）

（2）方程数值化

对非线性部分有关时间的差分过程用二阶Adams-
Bashforth显示格式，另外用半隐式格式于线性算子：

Y t+∆t −Y t =
∆t
2

[L(Y t+∆t)+L(Y t)]+
∆t
2

[3NL(Y t)−NL(Y t−∆t)]

（8）

因此得到代数方程式（9）：

Y
t+∆t

p
− ∆t

2
L(Y t+∆t) = Y

t
p
+
∆t
2

L(Y t)+

∆t
2

[3NL(Y t)−NL(Y t−∆t)] （9）

ψ0(r) q(r)极向平衡通量 可由安全因子 给出，其计
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算关系：

dψ0(r)
dr

= − r
q(r)

（10）

而安全因子剖面则参考文献 [7]给出：

q(r) = qc

1+ (
r
r0

)2λ1/λ{
1+Aexp

[
−
( r− rδ

δ

)2
]}
（11）

根据方程（9），采用差分方法，编写了一个数值

代码《RDTM》，进行了网格无关性验证，即当前网格

数下再增加网格点数，数值结果在要求的精度内无

差别。利用此代码进行数值模拟。

λ = 1 r0 = 0.412 δ = 0.273 rδ = 0

A = 3 qc qs = m/n

D12

参量固定如下： ， ， ， ，

。用 来做调控参数，对于具体的 ，控

制初始条件两个有理面的间距 。

ψ∗p ψ螺旋通量 和极向通量 有如下关系[21]：

ψ∗p = −p
{
ψ0+

M∑
ℓ

ψc
ℓp,ℓ cos

[
ℓ (pθ+φ)

]
+

ψs
ℓp,ℓ sin

[
ℓ (pθ+φ)

]
+ψc

0,0

}
− 1

2
(r2−1) （12）

假设初始扰动有如下形式：

ψ̃(t = 0)=
1
2

∑
m

ψ0mr(r−1)exp[i(mϑ∗+ϑ0m)]+c.c.（13）

ψ0m ϑ∗ ≡ ϑ−q−1
s ζ

ϑ0m ψ0m = 10−7 ϑ0m = 0

这里， 是扰动振幅， 是环向角坐

标， 是初始相位，在数值计算里，取 ， 。
  

2    数值结果

S −1 = 0令 ，忽略电阻的作用，研究单独由反常电

qs = 3

子粘滞性引起的双撕裂模的非线性发展的演化。在

数值结果中发现，两个有理面的间距不同，双撕裂模

有不一样的非线性发展阶段。下面就以 3个特例来

研究不同有理面距离的双撕裂模非线性阶段各自的

特征。研究有理面 的情况，利用式（11）选择合

适的参数，得到对应有理面距离分别为 0.40、0.22、
0.06初始平衡位形。  

2.1    两个有理面距离较大的情况

D12 = 0.40

R = 107

图 1显示的是两个有理面距离 、电子

磁雷诺数 时，系统的磁场位形随时间演化的

过程。图 1（a）显示 t = 600时刻两个有理面上磁岛

的生长情况。两个有理面分别在径向 r1 = 0.18和

r2 = 0.58的位置。根据有理面的性质可知，在有理面

的两边磁场方向相反，所以中间区域（0.18 < r < 0.58）
的磁力线与两边 r < 0.18和 r > 0.58的磁力线方向相

反。这样在磁场重联的初始阶段，有理面两边的磁

力线断裂并重新联接，导致在两个有理面上产生磁

岛。在这个阶段里，磁岛在生长，其宽度随时间不断

地增加，两个有理面上磁岛分形线被中间开放的磁

力线所分离。可以发现，当两边的磁岛增长到一定

程度的时候，就处于饱和状态，如图 1（b）所示，在一

定的时间尺度内，不再有变化。也就是说，当两个有

理面距离足够大时，双撕裂模的行为更像是分别在

两个有理面上独自发展的两个单撕裂模，跟线性理

论相符合。

ψ∗p

q(r) j∗ ≡ [−∇2
⊥ψ∗]0,0 = j0,0−2/qs

再来看这种情况下螺旋通量 、安全因子剖面

以及 。图 2所示 t  =  0
 

0

6

−0.6 0 0.6
(a) t = 600

0

0.6

−0.6 0 0.6
(b) t = 1 200

图 1　磁岛和磁力线随时间的演变

Fig. 1　Contour plots of the helical magnetic flux
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时刻和 t = 1 200时刻 3个物理量的各自的径向分布。

很明显，在这种情况下，他们基本无变化，这也表明，

有理面的位置无变化，因此磁岛达到饱和之后，在一

定时间尺度内，将保持稳态。  

2.2    两个有理面为中等距离的情况

D12 = 0.22

R = 108

图 3显示的是两个有理面距离 ，电子

磁雷诺数 时，系统的磁场位形随时间演化的

过程，两个有理面分别在径向 r1 = 0.33和 r2 = 0.55
的位置。图 3（a）表示在两个有理面上的磁岛各自在

发展，并且被中间的开放磁力线所分离。再次强调

的是，两侧的开放磁力线和中间的开放磁力线是反向

的。随着磁岛宽度的增大，当中间的反向开放磁力线

被联完的时候，t = 640，如图 3（b）所示，外侧有理面

的磁岛分形线内侧跟内侧有理面的磁岛分形线外侧

是同向的，所以他们重合了，这时候磁岛的宽度最大。

由于内外侧磁岛相位的错落，可以看到，内侧磁

岛联完中间反向的开放磁力线后，整体位置外移，相

对应的，外侧磁岛则向内移动，如图 3（b）和图 3（c）
所示。当系统继续往下发展的时候，磁岛的闭合磁

力线与两侧平衡开放磁力线开始发生重联：原内侧

磁岛与外侧平衡磁力线重联，而原外侧磁岛则与内

侧平衡磁力线重联。因为两侧平衡开放磁力线与中

间的开放磁力线是反向的，所以跟前述与中间开放

磁力线重联会让磁岛增大的情况相反，此时的重联，

会让磁岛减小逐渐地湮灭。还有值得注意的是，此

时的重联，又重新在原内外两侧磁岛之间产生开放

磁力线，如图 3（c）所示，原内侧磁岛在外，原外侧磁

岛在内，他们交换了彼此的径向位置。

原磁岛交换位置后会湮灭，同时，在不同的位置

又会产生新的比较弱的磁岛，如图 3（d）和图 3（e）所
示，重复着较弱的增长与湮灭的过程，直至 t = 860时

刻，可以看到，磁岛基本消失了。最终结果就是系统

的磁力线方向都相同。

ψ∗p q(r) j∗

ψ∗p

qs = 3

q(r) qs = 3

图 4从另一角度来看这个发展过程。在两侧磁

岛分形线还没开始重合之前的 t = 500时刻，螺旋通

量 、安全因子剖面 以及 基本无变化。在 t = 600
时刻，他们的分形线已经重合，磁面拓扑结构刚开始

发生变化， 等也有了比较小的变化。在 t = 700时

刻，内外磁岛已经完成了径向位置的交换，磁面拓扑

结构发生大的变化，如图 4（c）所示， 的有理面

位置向等离子体中心大幅移动且两个有理面的距离

变得很小，跟 GOSWAMI等[22] 的有关螺旋通量的理

论相符。所以在旧磁岛湮灭的过程中，在这新的有

理面附近会产生新的磁岛。随着系统的进一步发展，

螺旋通量被抚平，安全因子剖面被抬高，直至 t = 900
的时刻，可以看到， 已经没有 的有理面，磁
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图 2　（a）螺旋磁通和对应的（b）环向电流、（c）安全因子剖面的演变

Fig. 2　(a) the helical magnetic flux profile, (b) the toroidal current profile and (c) the safety factor profile
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岛也消失了。  

2.3    两个有理面距离较小的情况

D12 = 0.06

R = 109

图 5显示的是两个有理面距离 、电子

磁雷诺数 时，系统的磁场位形随时间演化的

过程，两个有理面分别在径向 r1 = 0.39和 r2 = 0.45

的位置。t = 400时刻，在两个有理面上各自产生的

磁岛已经发展起来了。到 t = 480时刻，如图 5（b），
可以更清晰地看到，内侧有理面产生的是极向模数

m =  9的磁岛，外侧有理面则产生的是极向模数

m = 12的磁岛，跟线性理论相符合，两个有理面上的
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磁岛被中间开放的磁力线所分离。

因为两个有理面距离很近，所以很快的随着磁

岛宽度的增大，中间的开放磁力线被联完了，而内外

侧相位错落的磁岛则交叉在一起，如图 5（c）。与上

一节的分析相同，这部分错落交叉的磁岛会交换径

向位置，并分别与两侧平衡开放磁力线重联，由于磁

力线方向相反，重联的结果是让这部分磁岛湮灭，

如图 5（d）和图 5（e）所示。值得注意的是，图 5（e）
t = 700时刻，同时可以看到，m = 3的模此时也发展

起来了。

ψ∗p

q(r)

q(r) qs

因为两个有理面距离很小，同时，在非线性发展

早中期，高极向模数的模是支配模式，在磁重联的过

程中，只有部分磁岛交换了径向位置，所以对磁面拓

扑结构的影响不是很大，没有像两个有理面距离为

中等距离时那样激烈的快速变化，如图 6（a）中可以

看到的，螺旋通量 变化很微弱。图 6（c）中可以看

到，t = 580时，两个有理面距离没变，但表征磁能的

磁剪切 s 已经变小，对照图 5（c），此时两侧部分磁岛

联完中间的开放磁力线后，磁岛交叉合并在一起，并

开始与两侧开放磁力线重联，磁能损耗。随着磁重

联的发展，磁岛的径向位置的交换和湮灭，t = 700时，

被抬高，两个有理面距离变小，磁剪切 s 继续变

小，直至 t = 780时刻， 剖面离开  = 3的有理面，

磁岛全部湮灭。  

2.4    非线性发展的阶段划分及驱动分析

Emag
m,n Ekin

m,n

下面通过对个别的傅里叶展开的模式进行分析，

探讨非线性发展的驱动问题。下面讨论要用到的扰

动磁能 、动能 和非线性增长率表示如下：

Emag
m,n = |∇ψ̃m,n|2，Ekin

m,n = |∇ϕ̃m,n|2 （14）

γmag
m,n (t) =

dEmag
m,n

2dt
，γkin

m,n(t) =
dEkin

m,n

2dt
（15）

从 3.2节的分析看，在磁场快速重联过程中，磁

力线会高度弯曲，磁场中粒子因而受到比较强的加

速，因此此阶段的一个特征就是动能显著的变化。

所以下面的分析会以此来判断是否存在快速的磁

重联。

图 7显示的是两个有理面初始距离为 0.40的扰

动磁能随时间的演化，可以看到，在整个非线性发展

阶段，m/n = 3/1的模磁能一直处于支配模式，跟前面

的线性结果相符。因此把 3/1模的磁能和动能，0/0
的磁能和对应的增长率做单独的分析。如图 8所示，

可以给这种情况的双撕裂模非线性发展划分大致 3
个阶段：

1) 线性阶段，此阶段逐渐形成 3/1的双撕裂模，

并且以 0.016增长率线性增长，跟用特征值解法得到

的线性增长率一致。
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γa γb

2) 非线性驱动阶段，当 3/1模增长到一定阶段，

两个有理面上发展最快的模式，亦即 3/1模开始非线

性耦合，并且驱动其他模式发展。非线性驱动的大

小可以方便从 m = 0的模的增长率推出。需要说明

的是，m = 0的模是平衡模，它的发展是非线性驱动

的结果。式（16）给出了增长率分别为 和 的两个

模耦合驱动典型的表达：

ψ′a(r) sin(maϑ∗)exp(γat)ϕb(r) sin(mbϑ∗)exp(γbt) =
(ψ′aϕb/2)[cos(m−ϑ∗)− cos(m+ϑ∗)]exp

[
(γa+γb)t

] （16）
ma mb

γa γb m± = ma±mb

这里， 和 为两个驱动的模数，他们的线性增

长率分别为 和 ， 分别是受驱动的两

个模模数。这式中明显可以得到驱动增长率：
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γdrive(m±) = γa+γb （17）

ma = mb = 3

m− = 0 m+ = 6

γ(m = 0) = 0.032 = 2γ(m = 3)

在本例中，驱动的两个模数为 ，而受

驱动的两个模数则为 和 ，如图 7所示，

在图 8中也可以看到 ， ，

与式（17）相符。由于两个有理面的距离较大，因此

耦合很弱，因此不稳定模 m = 3的模一直处于支配状

态直至磁岛饱和。

3) 维持磁岛饱和状态的稳定状态，在比较长的

时间尺度将不会有太大变化。

图 9则给出了两个有理面距离为中等距离 0.22

的情况。因为同样是 m = 3的模是支配模式，这里不

再单独给出扰动磁能随时间的演变图。从图中可以

看到，大概可以分为 4个阶段，一、二阶段同前，有：

1) 线性发展阶段，此阶段 m = 3的双撕裂模以

0.018增长率线性增长，跟用特征值解法得到的线性

增长率一致。

2) 非线性驱动阶段，此阶段 m = 0的模的增长率

为 0.036，2倍于 m = 3模的增长率，跟理论结果是一

致的。

3) 快速发展阶段。从前面对磁岛和磁力线随时

间演变的分析可知，两个有理面距离为中等距离的

时候，非线性发展到一定阶段，在磁岛饱和之前，两

个有理面上的磁岛就已经把中间的开放磁力线联完，

系统继续发展，他们交换了径向位置，分别与两侧的

平衡开放磁力线重联，结果是磁岛的湮灭。这是一

个快速的过程，磁场的第二次重联，即磁岛交换径向

位置后磁岛的闭合磁力线与反向的平衡开放磁力线

之间的湮灭重联，远远快于磁岛增大的正向重联。

4) 衰减阶段。因为磁岛径向位置的交换及磁岛

的湮灭，磁场拓扑结构很大的改变，因此快速发展过

后，就进入衰减阶段。此阶段因为磁场拓扑结构的

改变，有理面位置也发生改变，从图 4知道，有理面
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qs

向等离子体中心靠拢，且距离变小。在新的有理面

会产生新的磁岛，重复重联湮灭的过程，直至 q 剖面

离开  = 3的有理面，磁岛完全消失。

图 10显示的是两个有理面初始距离为 0.06的

扰动磁能随时间的演化，可以看到，在整个非线性发

展中前期，m/n = 9/3和 12/4的模磁能处于支配模式，

跟前面的线性结果相符，而 3/1模和 0/0模受他们耦

合的驱动。因此把 9/3、3/1、0/0模的磁能及其增长

率放在图 11比较研究，同时给出总动能及其增长率，

因为在这里，高极向模发展起来了，不能再单独以

3/1模或 9/3模的动能作判断。从图 11中可以看到，

大致可以分为 4个阶段。
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Fig. 10　The time evolution of perturbed magnetic energy
 

1) 线性发展阶段。此阶段 m = 3的模以 0.57×10−2

的增长率线性增长，而 m = 9的模以 1.12×10−2 的增

长率线性增长，跟用特征值解法得到的线性增长率

一致。

2) 非线性驱动阶段。此阶段两个有理面上的磁

岛，分别以发展最快的 m = 9和 m = 12两种模耦合，

并驱动 m = 0和 m = 3的模，此时 m = 0的模增长率

是 m = 9和 m = 12两个模的增长率之和：

γ(m = 0) = 2.23×10−2 = 1.12×10−2+1.11×10−2 =

γ(m = 9)+γ(m = 12)
（18）
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γ(m = 3) ≈ γ(m = 0)且在 t = 400时刻左右， ，跟理

论结果是相符的。

qs = 3

qs = 3

3) 二次磁重联及 4)衰减阶段。从动能演化曲

线可以看到，在非线性驱动阶段后，并没有出现动能

的快速变化。从 3.3节的分析可知，由于线性驱动是

高极向模之间的耦合，没有 3/1之间的耦合那种磁岛

间相位完全互补的可能，因此在二次磁重联中，两个

有理面上的磁岛只有部分发生了径向位置的交换，

同时因为两个有理面距离很小，所以对磁场拓扑结

构影响相对较小。因此没有出现两个有理面中等距

离时的那种快速发展。 有理面上的双撕裂模

在磁场重联中衰减，经过相对较长的时间， 有

理面消失（如图 6），模式亦消失。  

3    结论

用圆柱位形的磁流体动力学，对由反常电子粘

滞性引起的双撕裂模的非线性发展做了数值研究。

研究表明，两个有理面的间距的大小，对双撕裂模非

线性发展有很大影响。

1) 当两个有理面的间距比较大的时候，由于非

线性耦合的驱动较弱，双撕裂模经过较长时间的线

性发展，最后在两个有理面上两个磁岛各自达到饱

和状态并形成稳态。

2) 当两个有理面距离为中等距离的时候，非线

性发展可以分为 4个阶段：第一个阶段是线性阶段，

低极向模为支配模式，并且其模式增长率为线性增

长率；第二阶段是非线性驱动的阶段，两个有理面上

的低模的耦合驱动平衡模的发展；第一二阶段同两

个有理面间距大的时候是一样的。由于两个有理面

距离相对较近，两个有理面上的磁岛增长未达饱和

之前，他们就交换了径向位置，并分别与两侧的开放

磁力线进行快速的反向重联，即磁岛的湮灭，这就是

第三阶段快速磁重联阶段；由于快速磁重联对磁场

拓扑结构的破坏，模式最后进入衰减阶段。

3) 当两个有理面距离很小的时候，高极向模数

的模式会发展起来并成为支配模式。各种极向模数

的模式会经过短暂的第一阶段的线性增长，然后发

展起来的高极向模数的模式会耦合驱动平衡模和低

极向模数进入非线性驱动的第二阶段。由于有理面

间距很小，两个有理面之间的磁岛很快会发生二次

磁重联，但由于高极向模式的相位特点使得二次重

联时只有部分磁岛发生了径向位置的交换，因此并

没有快速重联过程，双撕裂模的模式在较缓慢的磁

重联中衰减直至消失。
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